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Weniger ist mehr: Neue Messkonzepte in der Chemie
durch Compressed Sensing
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1. Einleitung

Die Entwicklung von Signalverarbeitungsverfahren war
stets ein zentraler Bestandteil der Metrologie. Eines dieser
Verfahren ist das Compressed Sensing, das sich als zuneh-
mend wirkungsvoll erweist, um bislang unzug�ngliche Syste-
me oder �bergangszust�nde (z. B. strahlungsempfindliche) zu
untersuchen. Verfahren der Datenkompression kennen wir
im Zusammenhang mit der Speicherung von Digitalphotos
und digitaler Musik (jpeg, mpeg usw.). Eine Datenkompres-
sion ermçglicht es uns, das „Signal“ – also ein Bild, ein Mu-
sikst�ck oder eben auch ein chemisches Spektrum – aus weit
weniger Informationen als urspr�nglich vorhanden zu re-
produzieren. Das Verfahren des Compressed Sensing erwei-
tert nun dieses Konzept auf die Datenaufnahme. Die Logik
dahinter ist einfach: Wenn es mçglich ist, ein Bild zu kom-
primieren, z. B. in einen Datensatz mit viel weniger Daten-
punkten, kçnnen dann diese „redundanten“ Daten nicht

schon bei der Aufnahme wegfallen? Da die Datenaufnahme
zeitintensiv ist, kann man sich leicht vorstellen, dass weniger
Datenpunkte pro Bild die Akquisition stark beschleunigen.
Umgekehrt sollte bei gegebener Akquisitionszeit die r�um-
liche Auflçsung der Messung steigen. Bestimmte Bereiche
wie die Astronomie, f�r die Datenverarbeitungskonzepte gut
etabliert sind, ziehen bereits in großem Umfang Nutzen aus
Compressed Sensing. Wie sich Compressed Sensing auf die
chemischen und biologischen Wissenschaften auswirken wird,
beginnt sich gerade erst abzuzeichnen. Sicher ist jedoch, dass
diese neue Form der Datenaufnahme und Bildrekonstruktion
Mçglichkeiten f�r den gezielten Entwurf vçllig neuartiger
Messungen erçffnen wird.

Die meisten Ph�nomene, die wir beobachten, lassen sich
meist durch eine kontinuierliche Funktion oder ein „Signal“
beschreiben. Um dieses Signal, das f�r ein bestimmtes System
charakteristisch ist, zu erfassen, muss man am System diskrete
Messungen vornehmen („Sampling“). Die Sampling-Theo-
rie[1,2] besagt, dass solche diskreten Messungen ein kontinu-
ierliches bandbegrenztes Signal perfekt beschreiben kçnnen,
wenn sie auf einer Frequenz vorgenommen werden, die
doppelt so hoch ist wie die hçchste Bandfrequenz. In vielen
F�llen reichen auch weniger als die von der Sampling-Theorie
geforderten Proben aus, um ein Signal akkurat zu rekon-

Die Mathematik hat einen tiefgreifenden Einfluss auf die Wissen-
schaft, und sie gibt den Wissenschaftlern einzigartige Instrumente an
die Hand, um die Welt um uns herum zu erkl�ren. Mit dem Anbruch
des digitalen Zeitalters gewann auch die Bedeutung der Informa-
tionstheorie enorm an Bedeutung. Insbesondere f�hrten Entwicklun-
gen der letzten zwanzig Jahre im Datensampling und der Funktions-
rekonstruktion zum Konzept des Compressed Sensing. Was zun�chst
nach einer abstrakten Idee klang, hat heute einen maßgeblichen Ein-
fluss auf die Wissenschaft, z.B. in der klinischen Medizin, wo das
Compressed Sensing die hochauflçsende Bildgebung von Patienten
ermçglicht, sowie in der 3D-Elektronentomographie von Katalysator-
Nanopartikeln und der mehrdimensionalen NMR-Spektroskopie von
Proteinen. Der Kurzaufsatz fasst diese Anwendungen zusammen und
wirft einen Blick in die Zukunft des Compressed Sensing in der phy-
sikalischen, biologischen und medizinischen Metrologie.
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struieren.[3–8] Wie genau das Signal rekonstruiert werden
kann, wenn weniger Proben gezogen werden als von der
klassischen Sampling-Theorie gefordert, wird durch den ma-
thematischen Formalismus des Compressed Sensing klar de-
finiert und quantifiziert.[9, 10] Dieser rigorose theoretische
Formalismus l�sst sich leicht auch auf andere Anwendungen
�bertragen und bietet somit eine Grundlage f�r neue me-
thodische Konzepte und experimentelle Ans�tze. Eine
�bersicht reicht kaum mehr aus, um das gesamte Gebiet zu
erfassen, so stark sind das theoretische und praktische Inter-
esse in sehr kurzer Zeit angestiegen. Daher beschr�nken wir
uns auf eine Einf�hrung in dieses spannende Gebiet der In-
formationstheorie und Signalverarbeitung und erl�utern ins-
besondere, wie sich Compressed Sensing auf Standardtech-
niken der Spektroskopie und Bildgebung auswirken kann.

2. Was ist Compressed Sensing?

Compressed Sensing ist ein Abtasttheorem, das die Zahl
an Messungen definiert, die f�r die sichere Rekonstruktion
eines Signals nçtig sind, und es bietet eine praktische Anlei-
tung, wie die erforderlichen Messwerte aufzunehmen sind.
Der zentrale Punkt beim Compressed Sensing ist, dass das zu
untersuchende Signal nur eine geringe Menge an „Informa-
tion“ enth�lt. Im mathematischen Sinne charakterisiert der
Informationsgehalt, wie viele Daten erforderlich sind, um ein
Signal pr�zise zu rekonstruieren. Daher l�sst sich der Infor-
mationsgehalt eines Signals durch die Anzahl der von null
verschiedenen Elemente beschreiben, die man f�r die Cha-
rakterisierung des Signals bençtigt. Daraus ergibt sich die
zun�chst wenig intuitiv erscheinende Konsequenz, dass
„Rauschen“, wie etwa auf einem nicht eingestellten Fernse-
her, eine große Menge Information enth�lt; umgekehrt wie-
derum enthalten die Signalreihen beim Empfang eines Sen-
ders nur relativ wenig Information. Der entscheidende Grund
hierf�r ist, dass Signale von Interesse normalerweise viel
„Struktur“ enthalten, z.B. sind Pixel in einem Bild stark mit
benachbarten Pixeln korreliert. Komprimiert man nun das
Signal, so nutzt man die Signalstruktur, um die Anzahl der f�r
die Beschreibung des Ursprungssignals notwendigen Daten-
punkte zu reduzieren. Auf diesem Konzept basieren die
g�ngigen Bildkompressionsalgorithmen wie jpeg. Die ent-
sprechenden Kompressionsprotokolle nehmen zun�chst das
vollst�ndige Bild auf und transformieren es auf eine neue
Basis. Die großen Koeffizienten dieser neuen Basis werden

gespeichert, die kleinen werden verworfen. Wenn mehr klei-
ne als große Koeffizienten vorhanden sind, reduziert sich der
Informationsgehalt des Bildes, das Bild wird „komprimiert“.
Compressed Sensing geht noch einen Schritt weiter, indem es
die f�r die Messung des Signals notwendige Zahl der Da-
tenpunkte reduziert. Im Grunde l�uft es darauf hinaus, dass
Compressed Sensing das Signal schon in komprimierter Form
zu erfassen sucht.

Die Mathematik des Compressed Sensing ist gut erforscht
und in mehreren �bersichten beschrieben.[9–13] Die wichtigs-
ten Ergebnisse sind nachfolgend zusammengefasst.

Wir wollen ein Signal x aufnehmen (geschrieben als
Spaltenvektor mit n Eintr�gen oder Werten) und benutzen
daf�r einen Satz von Messungen y (geschrieben als Spalten-
vektor mit m Eintr�gen oder Werten) und ein lineares
Messsystem, das durch die Matrix A beschrieben wird. Mit
anderen Worten wollen wir den folgenden Satz linearer
Gleichungen lçsen:

y ¼ Axþ s, ð1Þ

wobei der Vektor s das Rauschen beschreibt. Wenn wir das
Rauschen zun�chst außer Acht lassen, so besagt die klassische
Sampling-Theorie, dass m = n Messungen nçtig sind, um x zu
rekonstruieren. Manche Situationen erfordern es aber, dass
wir x aus m ! n Messungen wiedergewinnen wollen. In dem
Fall gibt es unendlich viele Lçsungen, die Gleichung (1) er-
f�llen. Die Theorie des Compressed Sensing besagt nun, dass
x auch aus m ! n Messungen rekonstruiert werden kann.
Dar�ber hinaus gibt uns die Theorie Auskunft �ber 1) die
Zahl der Messungen, 2) die Merkmale der Matrix A und
3) die Art der zu verwendenden Algorithmen, um eine stabile
Rekonstruktion von x zu erreichen.

In der Theorie des Compressed Sensing legt der Grad, zu
dem ein Signal komprimiert werden kann, die Zahl der er-
forderlichen Messungen fest. Ein Signal x ist komprimierbar,
wenn wir es mit s ! n von null verschiedenen Koeffizienten
gut beschreiben kçnnen (ein Signal wird als sp�rlich („spar-
se“) bezeichnet, wenn diese N�herung exakt ist). Welchen
Informationsgehalt das Signal hat, beschreiben die Position
und Grçße der s von null verschiedenen Koeffizienten. Viele
Signale lassen sich direkt komprimieren. In der Spektrosko-
pie z.B. sind die n�tzlichen Signalinformationen die Grçße
und Position der Peaks. Weil aber die Anzahl der Peaks
meistens um Grçßenordnungen kleiner ist als die Gesamtzahl
aller mçglichen Positionen, ist das Spektrum direkt kompri-
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mierbar. Wenn nun ein Signal durch lediglich s Koeffizienten
dargestellt werden kann, l�sst sich x durch m Messungen re-
konstruieren, wobei m gegeben ist durch:

m / s logðn=sÞ � n: ð2Þ

Dieses bedeutsame Ergebnis besagt, dass die Gewinnung des
Signals bei hçherer Auflçsung (d. h. bei grçßerem n) keinen
linearen Anstieg bei der Zahl der Messungen erfordert –
vielmehr ist die Auflçsung haupts�chlich durch den Infor-
mationsgehalt des Signals (die Zahl der von null verschiede-
nen Elemente) gegeben.

Die Theorie des Compressed Sensing gilt nur dann, wenn
die Messungen und die komprimierbare Basis „inkoh�rent“
sind. Das Konzept der Inkoh�renz ist ungewçhnlich; im
Wesentlichen stellt es sicher, dass jede Messung die Infor-
mation aus vielen Koeffizienten von x enth�lt und dass die
Kodierung der Koeffizienten von x f�r jede Messung unter-
schiedlich ist. Eine andere Interpretation der Inkoh�renz-
bedingung ist, dass in einem inkoh�renten Abtastregime Ar-
tefakte, die aus Unterabtastung (d.h. Abtastung eines Si-
gnalverlaufs mit weniger als der doppelten Bandbreite) her-
vorgehen, als Rauschen-�hnliche Interferenz beitragen. Dies
ermçglicht ein Rekonstruieren der echten Signalkoeffizien-
ten, die sich von der Interferenz abheben. Eine wichtige Rolle
in der Entwicklung des Compressed Sensing spielte das sta-
tistische Sampling, da es eine sehr hohe Inkoh�renz gew�hr-
leistet. Empirische Studien haben aber gezeigt, dass komplett
statistisches Sampling wahrscheinlich keine optimalen Er-
gebnisse erbringt.[14–17] Andererseits gibt uns die Natur Hin-
weise, dass statistisches Sampling mit Poisson-Verteilung zu
bevorzugen ist.[18] Praktische Anwendung im Compressed
Sensing findet zumeist eine gewichtete Sampling-Verteilung,
wobei sich die Wichtung nach der jeweiligen Anwendung
richtet. Tats�chlich haben neuere Theorien best�tigt, dass
eine solche halbstatistische Sampling-Strategie optimal ist.[19]

Schließlich sind auch gewisse Vorkenntnisse �ber das Si-
gnal wichtig, um x aus dem unterdeterminierten Glei-
chungssystem (1) rekonstruieren zu kçnnen. Im Zusammen-
hang mit Compressed Sensing muss bekannt sein, dass die
echte Lçsung komprimierbar ist. Anders ausgedr�ckt suchen
wir die Lçsung mit den wenigsten von null verschiedenen
Elementen, die mit den Messdaten konsistent ist. Die Zahl
der von null verschiedenen Elemente wird als l0-Pseudonorm
bezeichnet, geschrieben xk k0. Also suchen wir die Lçsung, bei
der die l0-Norm minimal wird. Leider gibt es keine direkte
Lçsung (die Aufgabe gehçrt zur Klasse der NP-schweren
Probleme). Es ist aber mçglich, und dies ist ein maßgebliches
Ergebnis der Theorie des Compressed Sensing, die Lçsung
durch Minimierung der l1-Norm anzun�hern, die definiert ist
als:

xk k1¼
X

xij j: ð3Þ

Dieses erstaunliche Ergebnis kann man relativ leicht
verstehen, wenn man die Lçsung als eine lp-Kugel beschreibt.
Die lp-Kugel ist derjenige Satz von Werten, die eine konstante
lp-Norm haben. Der Sachverhalt ist in Abbildung 1 f�r ein
einfaches, durch zwei Koeffizienten x1 und x2 beschriebenes

Signal dargestellt. Das l0-Minimum entspricht stets dem
Punkt, an dem eine der beiden mçglichen Variablen nicht null
ist. Im Gegensatz dazu steht die bekannte Methode der Mi-
nimierung der kleinsten Fehlerquadrate, bei der die l2-Norm
(definiert durch xk k2¼ ð

P
i xij j2Þ0:5Þ) auf den Regularisie-

rungsterm angewendet wird. Diese Methode beseitigt große
Koeffizienten und f�hrt daher allgemein zu Lçsungen, bei
denen beide Variablen von null verschieden sind. Die Mini-
mierung der l1-Norm ergibt eine sp�rliche Lçsung, weil die
„Eckigkeit“ der l1-Kugel bedeutet, dass das l1-Miniumum mit
großer Wahrscheinlichkeit auf einer der Achsen liegt; in
diesem Fall sind die kleinen Koeffizienten unterdr�ckt,
w�hrend die grçßeren Koeffizienten mit den Informationen
�ber das sp�rliche Signal erhalten bleiben. Deshalb f�hrt die
Minimierung der l1-Norm mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
zur gleichen Lçsung wie die minimierte l0-Norm. Dass die l0-
und l1-Minima �quivalent sind, ist ein wichtiges Ergebnis,
denn die zuvor unlçsbare l0-Minimierung ergibt sich dann
leicht aus der Lçsung des l1-Minimierungsproblems:

Minimiere x̂
���
���

1
, wende an auf Ax̂� y

���
���

2
� e ð4Þ

wobei x̂ die Rekonstruktion des echten Signals x aus den
Messdaten y ist und e durch die Standardabweichung des
Hintergrundrauschens charakterisiert ist. Gleichung (4) be-
schreibt ein konvexes Optimierungsproblem und ist daher mit
verschiedenen Standardalgorithmen leicht zu lçsen (siehe
z. B. Lit. [20]). Dar�ber hinaus kann gezeigt werden, dass die
Lçsung von Gleichung (4) eine Absch�tzung der echten Lç-
sung x ergibt, sogar in der Gegenwart von Hintergrund-
rauschen in den Messdaten. Die Genauigkeit ergibt sich aus

x� x̂
���

���
2
� C1s�1=2 x� xsk k1þC2 e, ð5Þ

Abbildung 1. Alle g�ltigen Lçsungen der Gleichung y= Ax sind als
blaue Linie dargestellt. Wenn die zugrundeliegende Lçsung sp�rlich
(„sparse“) ist, ergibt das Minimum der l0-Norm die echte Lçsung. Die
gr�nen Linien in (A) beschreiben die l0-Kugel von Lçsungen mit �qui-
valenter l0-Norm. Das rote Kreuz markiert ein l0-Minimum als Lçsung.
F�r Probleme mit einer realistischen Zahl von Dimensionen kann die-
se Lçsung jedoch nicht gefunden werden. In vielen F�llen kann die
„Eckigkeit“ der l1-Kugel eine �quivalente Lçsung bieten, wie in (B) dar-
gestellt. Das Auffinden des Minimums der l1-Norm ist ein einfaches
konvexes Optimierungsproblem und daher leicht lçsbar. Im Gegensatz
dazu liefert das konventionellere l2-Minimum (kleinste Fehlerquadrate)
fast immer eine nicht-sp�rliche (non-sparse) Lçsung, wie in (C) darge-
stellt. Dieses Beispiel stellt eine leichte �bervereinfachung dar, da
x nur ein zweidimensionaler Vektor ist. In diesem Fall ist das Mini-
mum der l0-Norm keine eindeutige Lçsung. F�r realistische Probleme
und bei gen�gend Messungen (d. h. m> s log(n/s)) liefert die l0-Norm
eine eindeutige Lçsung, und die l1-Norm wird eine �quivalente Lçsung
liefern. �bernommen aus Lit. [13].
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wobei xs die beste s-sp�rliche N�herung von x ist und C1 und
C2 kleine positive Konstanten sind.[21] Gleichung (5) bedeutet,
dass die Lçsung von Gleichung (4) eine Absch�tzung von
x ergibt, die fast so genau wie die beste s-sp�rliche N�herung
von x ist. Dieses Ergebnis hat zwei wichtige Auswirkungen:
Erstens, wenn x s-sp�rlich ist (d.h. x = xs), ist in Abwesenheit
von Rauschen die Rekonstruktion exakt. Zweitens werden
selbst in Gegenwart von Rauschen Fehler in der Rekon-
struktion nicht dramatisch amplifiziert.

�berall, wo Compressed Sensing implementiert werden
kann, gew�hrt die nun mçgliche Unterabtastung („under-
sampling“) eine deutliche Reduktion der Akquisitionszeit im
Vergleich zum klassischen bandbreitenlimitierten Ansatz
nach Shannon und Nyquist.[1, 2] Bei letzterem Verfahren muss
das Signal mit ausreichender Auflçsung aufgenommen wer-
den, um die Peaks �ber die gesamte Bandbreite des Spek-
trums unterscheiden zu kçnnen. Man stelle sich z.B. ein
Spektrum mit f�nf Peaks vor, die eine Bandbreite von
1000 Hz abdecken, zwischen den Peaks aber nur jeweils ein
Abstand von 1 Hz liegt. Der bandbreitenlimitierte Ansatz
w�rde die Aufnahme von 2000 Datenpunkten erfordern, um
die Intensit�t des Spektrums an jeder Frequenz bestimmen zu
kçnnen. Mit Compressed Sensing w�rden vielleicht 30 Da-
tenpunkte gen�gen, um Auskunft �ber Intensit�t und Position
der f�nf von null verschiedenen Peaks zu erhalten. F�r die
Basis, die die komprimierte Darstellung definiert, gibt es viele
Wahlmçglichkeiten – dies macht die Compressed-Sensing-
Theorie zu einem �ußerst leistungsf�higen Werkzeug. Bei-
spiele f�r sp�rliche Basen umfassen die diskrete Kosinus-
transformation, die diskrete Wavelet-Transformation und die
Totalvariation. J�ngste Arbeiten haben diese Konzepte wei-
ter ausgedehnt; sie umfassen nun auch Signale, die eine
konzise Darstellung haben oder strukturiert-sp�rlich
sind,[22, 23] z. B. die meisten spektroskopischen Daten.[24]

Wir veranschaulichen das Konzept des Compressed Sen-
sing in Abbildung 2 anhand eines der klassischen Bilder der
Bildkompressionstheorie – des Kameramanns. Stellen wir uns
ein Ger�t vor, mit dem wir Datenpunkte des Kameramann-
Bildes in der Fourier-Dom�ne aufnehmen kçnnen. Auf klas-
sischem Wege bençtigten wir f�r jeden Pixel im fertigen Bild
einen Datenpunkt und w�rden daraus das Bild durch einfache
Fourier-Transformation gewinnen. Wenn wir weniger Mess-
punkte aufnehmen, w�rde die fehlenden Information das
rekonstruierte Bild verschwimmen lassen, oder es w�rden
Interferenzen oder verrauschte Artefakte auftreten. Die
Theorie des Compressed Sensing sagt uns nun aber, dass wir
das Bild auch aus unvollst�ndigen Daten exakt rekonstruie-
ren kçnnen, wenn wir es sp�rlich darstellen kçnnen. Das Bild
des Kameramanns kann mithilfe einer Wavelet-Transforma-
tion sp�rlich dargestellt werden und l�sst sich somit aus einem
Bruchteil der Messungen rekonstruieren wie sie die konven-
tionelle Sampling-Theorie verlangen w�rde. Der Hauptvor-
teil des Compressed Sensing gegen�ber konventionellen
Methoden liegt darin, dass durch Reduktion der Zahl an
Datenpunkten, die zur Erhaltung der gew�nschten Informa-
tion nçtig sind, Datens�tze – ob nun Spektren oder Bilder –
sehr viel schneller aufgenommen werden kçnnen als derzeit
mçglich ist. Obwohl die Mathematik des Compressed Sensing
erst in j�ngerer Zeit ausgearbeitet wurde, reichen die Ideen

bis in die 1970er Jahre zur�ck, als man nach Bildverarbei-
tungsmethoden f�r Radiointerferometriemessungen suchte.
Diese fr�hen Arbeiten wollen wir im Folgenden kurz schil-
dern.

3. Astronomie und Radioastronomie

Astronomische Daten (insbesondere aus Erkundungen)
sind in der Bilddom�ne oft schon von Natur aus sp�rlich, und
Methoden f�r die Rekonstruktion sp�rlicher Bilder sind da-
her gut etabliert, vor allem im Gebiet der Radioastronomie.
Ein Radiointerferometer (wie das Jansky Very Large Array,
JVLA) misst die Komponenten der Helligkeitsverteilung des
Himmels in der Fourier-Dom�ne, wobei jedes Antennenpaar
f�r eine einzige Fourier-Komponente zust�ndig ist. Moderne
Arrays besitzen ein paar Dutzend Antennen und nehmen

Abbildung 2. Die konventionelle Datenaufnahme erfordert die Mes-
sung eines Datenpunktes pro Bildpixel. Bei sp�rlicher Datenaufnahme
erh�lt man mit konventionellen Techniken wie der Fourier-Transforma-
tion Artefakte im Endbild. Compressed Sensing �berwindet dieses Pro-
blem und rekonstruiert das Originalbild mit hoher Genauigkeit, indem
es die sp�rliche Besetzung in die Transformationsdom�ne einrechnet.
Die hier verwendete Transformation war eine separierbare zweidimen-
sionale Coiflet-Transformation.[25] Große Koeffizienten in der Transfor-
mationsdom�ne erscheinen weiß, kleine Koeffizienten (oder Nullwerte)
schwarz; nur wenige Koeffizienten (<10%) in der Transformations-
dom�ne sind weiß, was zeigt, dass das Bild sp�rlich dargestellt ist.
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deshalb deutlich weniger Messungen vor als Pixel im rekon-
struierten Bild vorhanden sind. Die Entwicklung des
CLEAN-Algorithmus im Jahr 1974 lieferte ein leistungsstar-
kes Werkzeug f�r die Rekonstruktion solcher Interferome-
triedaten mit synthetischer Apertur (Abbildung 3).[3]

CLEAN wurde in der Radioastronomie extrem erfolgreich
eingesetzt,[26] und eine Variante des CLEAN-Algorithmus ist
heute Standard in der Datenverarbeitung moderner Synthe-
searrays. Erst mit dem Compressed Sensing stand jedoch eine
Theorie zur Verf�gung, welche die f�r die Anwendung von
CLEAN erforderlichen Bedingungen vollst�ndig beschreiben
konnte. Man kann davon ausgehen, dass der mathematische
Formalismus von Compressed Sensing zu st�rker automati-
sierten Algorithmen f�r die Bildrekonstruktion sowie besse-
ren Empfindlichkeiten und Auflçsungen f�hren wird.[27]

Eine besonders interessante Anwendung des Compressed
Sensing in der Astronomie ist die Optimierung der Bild-
�bertragung von Satelliten, wie z.B. des Herschel-Satelliten
der Europ�ischen Raumfahrtagentur (ESA). Weil die unge-
heure Datenflut aus dessen Instrumenten (4 Gbps) die Da-
ten�bertragungsrate weit �bersteigt (120 kbps), m�ssen vor
der Daten�bertragung Bildkomprimierungstechniken ange-
wendet werden. Komplexe Algorithmen sind hierf�r nicht
mçglich, da auch die Prozessorzeit auf dem Satelliten be-
grenzt ist. Die urspr�ngliche Idee der ESA war es, das Da-
tenaufkommen durch Mittelung von Mehrfachframes zu re-
duzieren.[28] Diese Methode ging aber zu Lasten der Auflç-
sung. Im Vergleich dazu brachte das Compressed Sensing eine
30%ige Verbesserung der Auflçsung ohne Verlust von
Empfindlichkeit und bei gleichwertiger Rechenlast.[29]

Es ist bemerkenswert, dass Compressed Sensing einen
derart betr�chtlichen Einfluss auf einem Gebiet hat, in dem
die Signalrekonstruktion aus unvollst�ndigen Daten g�ngig
ist. Das bedeutet auch, dass Disziplinen wie die Biologie,
Chemie, Physik und Medizin, f�r die solche Konzepte noch
relativ neu sind, erst recht profitieren sollten. Um dies an

Beispielen zu erl�utern, werden im Folgenden drei Fallstu-
dien vorgestellt. Als erstes betrachten wir die Kernspin-
tomographie (MRI; magnetic resonance imaging). Zweitens
untersuchen wir, wie in der Computertomographie (CT)
Compressed Sensing die Mçglichkeit bietet, die Einstrahlung
von ionisierender Strahlung zu limitieren, was wiederum neue
Perspektiven f�r die Elektronentomographie im Nanome-
terbereich erçffnet. Als drittes verlassen wir den Bereich der
Bildgebung und untersuchen die Anwendung von Compres-
sed Sensing in der mehrdimensionalen Spektroskopie am
Beispiel der NMR-Spektroskopie.

4. Kernspintomographie

Die Kernspintomographie (MRI) ist eines der wichtigsten
Diagnoseinstrumente in der modernen Medizin und wird
eingesetzt, um Gewebe- und R�ckenmarksverletzungen so-
wie Krebs- und Gef�ßerkrankungen nachzuweisen und die
Struktur und Funktion des Gehirns zu untersuchen. Die
Aufnahmezeiten sind lang – bis zu mehrere Minuten –, was
eine unbewegte Bildaufnahme des Patienten erschwert. Es ist
daher nicht �berraschend, dass die medizinische MRI zu den
ersten praktischen Anwendungen des Compressed Sensing
außerhalb der Astrophysik gehçrte.[11] MRI in Kombination
mit Compressed Sensing wurde zuerst in der Kernspin-
angiographie und der schnellen Bildgebung des Gehirns
eingesetzt. Die aufgenommene Datenmenge wurde um den
Faktor 2 bis 10 verringert, ohne einen merklichen Abfall der
Bildqualit�t. In diesem Beispiel wurde ein Standardprotokoll
f�r die Bildgebung angewendet, und die Datenreduktion er-
gab eine entsprechende Zeiteinsparung um den Faktor 2 bis
10. Die wahre St�rke des Compressed Sensing zeigte sich vor
allem in Kombinationen mit komplexeren MRI-Techniken
und der dadurch mçglichen Einzelschuss-Bildgebung, welche
die Aufnahme von 3D-Bildern des Gehirns in nur 32 ms er-
mçglichte.[30] Andere Anwendungsbeispiele sind die zeitauf-
gelçste Bildgebung am Herzen,[31] spektroskopisches MRI,[32]

funktionales MRI (fMRI)[30, 33] und einige andere. Trotz seiner
noch recht jungen Geschichte spielt das Compressed Sensing
in der klinischen P�diatrie bereits eine wichtige Rolle[34] und
hilft dort, Artefakte durch Patientenbewegung zu reduzieren
(Abbildung 4). In den kommenden Jahren erwarten wir eine
immer wichtiger werdende Rolle, da abzusehen ist, dass
Compressed-Sensing-Algorithmen auch in kommerzielle
Software implementiert werden.[35]

Auch in anderen Disziplinen als der Medizin profitiert die
Kernspintomographie zunehmend von Compressed Sensing,
z. B. bei der Bildgebung von Strçmungen in Mikrokan�len,
Mikrofluidikinstrumenten[36–38] und chemischen Reakto-
ren.[39] Die Mikrofluidik ist ein hochinteressantes Gebiet, das
einmal die chemische Synthese und die chemische und bio-
logische Analytik revolutionieren kçnnte.[40] Der Hauptvor-
teil der Mikrofluidik ist ihr kleiner Maßstab, der sie einerseits
so interessant macht, andererseits aber Studien erschwert.[38]

Bajaj et al. haben gezeigt, dass Compressed Sensing in
Kombination mit geeigneten Detektionsmethoden gute
Mçglichkeiten f�r die Untersuchung von mikrofluidischen
Bauelementen bietet, da diese Systeme inh�rent einfache

Abbildung 3. A) Radiointerferometer wie das Jansky Very Large Array
(JVLA) haben begrenzte Beobachtungszeiten und fest eingestellte An-
tennengeometrien. Bildquelle: NRAO/AUI und NRAO. B) Diese Ein-
schr�nkungen f�hren dazu, dass direkte Fourier-Rekonstruktionen
schwach aufgelçste Bilder liefern. C) Im Gegensatz dazu ermçglicht
der CLEAN-Algorithmus, der �hnlich dem Compressed Sampling auf
dem Konzept der sp�rlichen Datenaufnahme basiert, eine genaue Re-
konstruktion des Bildes. Bildquelle: NRAO/AUI und NRAO.
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(d.h. sp�rliche) Strukturen sind.[37] Auch f�r die Charakteri-
sierung von mehrphasigen Strçmungen sind Compressed-
Sensing-Methoden �beraus vielversprechend.[41] Mehrphasi-
ge Strçmungen treten �berall in der Natur und in industriel-
len Prozessen auf, ob bei granularen Dynamiken in der Sa-
hara, bei der Produktion von Kraftstoffen aus Biomasse oder
bei der Sequestrierung von Kohlenstoff. Allerdings sind diese
Systeme optisch tr�b, sodass es nur wenige tomographische
Methoden gibt, insbesondere chemisch spezifische, die zur
Untersuchung geeignet sind. MRI in Kombination mit
Compressed Sensing bietet die Mçglichkeit, in ausreichend
kurzer Zeit komplexe, optisch tr�be mehrphasige Strçmun-
gen nichtinvasiv auf ihre grundlegenden physikalischen Ei-
genschaften hin zu �berpr�fen. Mittlerweile kann man Bilder
von mehrphasigen Strçmungen mit nur 5 ms zeitlicher und
300 mm r�umlicher Auflçsung aufnehmen; damit lassen sich
Ph�nomene auf einer Zeitskala beobachten, auf der sich die
Hydrodynamik des zu untersuchenden Ph�nomens nicht si-
gnifikant �ndert. So wurden die Fluidfelder um eine aufstei-
gende Blase vermessen, und man fand einen Zusammenhang
zwischen seitw�rts driftenden Wirbeln unterhalb der Blase
und der Flackerbewegung der Blase beim Aufsteigen.[41]

Solche Messungen sind mit anderen Techniken nicht durch-
f�hrbar und w�ren auch mit einfacher MRI ohne Compressed
Sensing nicht mçglich.

5. Computertomographie

Die CT ist vielleicht die bekannteste Untersuchungs-
technik f�r optisch tr�be Systeme, und ihre Anwendungen
reichen von der medizinischen Bildgebung bis zur Verfah-
renstechnik, Physik und Biologie. F�r verschiedene CT-An-
wendungen erwies sich das Compressed Sensing als geeignet,

um genaue Rekonstruktionen aus einer kleinen Anzahl Pro-
jektionen zu erhalten. Anwendungsgebiete sind unter ande-
rem die Mikrorçntgen-CT von Kleintieren[42] und medizini-
sche CTs.[43] Compressed Sensing wurde aber auch mit exo-
tischen Anwendungen wie der Elektronentomographie
kombiniert, die f�r die Chemie und die Materialwissen-
schaften von Interesse ist.[44–50] Die Elektronentomographie
nutzt beschleunigte Elektronen, um Bilder mit Sub-Ang-
strom-Genauigkeit zu erzeugen.[51, 52] Eingesetzt wird sie we-
gen ihrer hohen r�umlichen Auflçsung f�r die Charakteri-
sierung von Katalysatoren, Viren und Nanoplasmonen. Die
Anwendung der Elektronentomographie ist allerdings
schwierig, da durch den fokussierten Ionenstrahl der Bereich
an akquirierbaren Kippwinkeln begrenzt ist und der Strahl
außerdem stark ionisierend wirkt, was die Zahl der akqui-
rierbaren Projektionen einschr�nkt. Durch die Anwendung
von Compressed Sensing lassen sich diese Einschr�nkungen
�berwinden.

Abbildung 5 veranschaulicht den positiven Effekt von
Compressed Sensing auf die Strukturbestimmung von GaPd-
Katalysatorpartikeln.[47] GaPd gilt als vielversprechender Er-
satz f�r AgPd in hochselektiven Hydrierungen unter Um-
wandlung von sp- in sp2-gebundenen Kohlenstoff.[53–55] Diese
Reaktion ist wichtig in vielen pharmazeutischen und agro-
chemischen Prozessen, oder auch zur Entfernung von Ver-
unreinigungen aus olefinischen Monomeren vor der Poly-
merisation. Dass die Nanostruktur des Katalysators Selekti-
vit�t und Umsatz entscheidend mitbestimmt, tritt immer
klarer zu Tage. Mit elektronentomographischen Verfahren
kann man diese Strukturen identifizieren. Allerdings produ-
zieren konventionelle Verfahren wie die simultane iterative
Rekonstruktionstechnik (SIRT) Artefakte und verschwom-

Abbildung 4. In der klinischen P�diatrie sind Bildgebungsverfahren
problematisch, denn die Patienten kçnnen w�hrend der Aufnahmezeit
kaum still liegen. Das Compressed Sensing bietet bessere klinische
Diagnosen, indem es die Aufnahmezeit verk�rzt und gleichzeitig die
r�umliche Auflçsung der Bilder verbessert. Es resultieren eine klarere
Auszeichnung von Pankreasgang (gr�ner Pfeil), Darm (orangefarbener
Pfeil) und Gallblasenwand (rote Pfeilspitze) bei �quivalenter Definition
der Pfortader im Vergleich zu konventioneller paralleler MRI. �ber-
nommen aus Lit. [34].

Abbildung 5. Elektronentomographische Rekonstruktion von GaPd-Na-
nokatalysatoren. A) Die konventionelle SIRT-Rekonstruktion zeigt deut-
liche Artefakte durch Kippwinkelbeschr�nkung und die begrenzte Pro-
jektionszahl. B) Mit Compressed Sensing wird das Tomogramm deut-
lich klarer. Die einzelnen Kçrnchen des Nanopartikels sind deutlich
voneinander abgegrenzt, und das Bild l�sst sich leicht segmentieren.
Individuelle Kçrnchen kçnnen identifiziert und quantifiziert werden.
Die Segmentierung des Bildes (B) ist in (C) dargestellt. Jedes Nano-
partikel oder Agglomerat von Nanopartikeln erh�lt eine Farbe, die es
von seinen direkten Nachbarn unterscheidet. �bernommen aus
Lit. [47].
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mene Tomogramme und erschweren somit die quantitative
Analyse der Nanostruktur (Abbildung 5A).[56] Klarere To-
mogramme bringt eine Analyse durch Compressed Sensing.
Die Nanopartikel sind viel besser voneinander und vom
Hintergrund abgegrenzt (Abbildung 5B). Dementsprechend
einfach werden Identifizierung und Quantifizierung indivi-
dueller Kçrnchen des Nanoclusters (Abbildung 5C).[47]

Einer der Hauptvorz�ge von Compressed Sensing in der
CT besteht darin, dass neben der pr�zisen Lokalisierung von
Spezies auch die quantitative Rekonstruktion der Signal-
intensit�ten mçglich ist. Da die Intensit�t des projizierten
Bildes mit der Atomzahl Z zunimmt, gibt die Elektronento-
mographie Auskunft �ber die chemische Zusammensetzung
der Probe, und Intensit�ts�nderungen ermçglichen die Iden-
tifizierung verschiedener atomarer Spezies. Mit diesem An-
satz gelang erst j�ngst eine Elementkartierung der Struktur
von dimetallischen Kern-Schale-Nanopartikeln.[57] Dimetal-
lische Nanostrukturen sind im Allgemeinen stabiler und
kçnnen auch eine hçhere katalytische Aktivit�t haben als
monometallische Strukturen.[58, 59] Um die Nanopartikel her-
zustellen, muss deren chemische Zusammensetzung in ato-
marer Grçßenordnung bekannt und zug�nglich sein. Durch
Elektronentomographie mit Compressed Sensing wurden
Struktur�nderungen an der Gold-Silber-Grenzfl�che in ei-
nem Kern-Schale-Nanopartikel ermittelt.[57] Solche Messun-
gen dienen dazu, die Kenntnisse �ber den Einfluss der ato-
maren Struktur z. B. auf die katalytische Leistung zu erwei-
tern, und sie geben uns ein Mittel an die Hand, die gezielte
Entwicklung von Katalysatoren zu optimieren.

Wie bereits erw�hnt, ist ein Hauptproblem bei der Elek-
tronentomographie die ionisierende Strahlung, welche die
Zahl an Projektionen (oder Daten) einschr�nkt. Dieses Pro-
blem gilt f�r fast alle CT-basierten Bildgebungstechniken.
Daher versucht man intensiv, die Gesamtdosis der ionisie-
renden Strahlung zu senken, der Patienten oder Proben wie
Nanokatalysatoren oder Viruspartikel ausgesetzt sind. Be-
sonders problematisch wird dieses Problem bei biologischem
Material, da hier die zu leistende Gesamtexposition die Zahl
der mçglichen Projektionsmessungen und deren Signal-
Rausch-Verh�ltnis begrenzt. So fordert der Extremfall der
elektronentomographischen Untersuchung von biologischem
Gewebe bis zu 1000 Projektionen, um eine hohe r�umliche
Auflçsung zu gew�hrleisten (ca. 2 nm). Das Problem ist, dass
dann das Signal-Rausch-Verh�ltnis der einzelnen Messungen
ca. 1 betr�gt! Beim Compressed Sensing steigt der zu er-
wartende Fehler bei der Bildrekonstruktion mit der Zahl der
Messungen an, wenn die Dosis gleichgehalten wird.[60] Daher
kann es sinnvoller sein, eine eher kleine Zahl an Messungen
durchzuf�hren, von denen jede ein hçheres Signal-Rausch-
Verh�ltnis aufweist. In einer neueren Studie lieferte Com-
pressed Sensing mit nur 9 Projektionen eine hçhere Qualit�t
der elektronentomographischen Bildrekonstruktion als kon-
ventionelle Algorithmen.[44] Denkbar sind auch alternative
Protokolle bei der Datenakquisition durch Compressed
Sensing, um die Bestrahlungsdauer und -intensit�t in der
Elektronentomographie noch weiter zu senken.[61–63] Dies
kçnnte die Elektronentomographie von strahlungsempfind-
lichen Proben im Nanogrçßenbereich revolutionieren. Bei-
spiele sind die Untersuchung von Viruspartikeln[64] sowie die

zeitaufgelçste (4D)[65] und spektral und atomar aufgelçste
Elektronentomographie,[49, 57] die hochinteressante Techniken
sind. Unl�ngst wurde z.B. die Elektronenenergieverlust-
Spektrometrie (EELS) als elektronentomographische Tech-
nik mit Compressed Sensing kombiniert, um die Oberfl�-
chenplasmonenresonanz auf einem 100 nm großen Ag-Na-
now�rfel zu kartieren.[48] Nur f�nf spektral aufgelçste Kipp-
projektionen konnten aufgenommen werden, bevor der
Elektronenstrahl die Probe zerstçrte. Diese f�nf Bilder
reichten jedoch, um die Kanten-, Fl�chen- und Eckmoden der
Oberfl�chenplasmonenresonanz sichtbar zu machen.

6. NMR-Spektroskopie

In der NMR-Spektroskopie gibt es noch keine allgemein
anerkannte und verbreitete Anwendung f�r Compressed
Sensing – Potenzial ist jedoch hinreichend vorhanden, ins-
besondere mit Blick auf die Geschwindigkeit der Daten-
akquisition. So bençtigen Chemiker f�r die Proteinstruktur-
analyse mit konventionellen Techniken bis zu vier Wochen
f�r die Aufnahme eines dreidimensionalen (3D) Spek-
trums.[66] Aufgrund dieser langen Zeitr�ume ist es �blich,
mehrdimensionale NMR-Spektren aus weniger Messungen
zu rekonstruieren als im Nyquist-Sampling eigentlich vorge-
sehen w�re;[6–8] diese Art des Sampling wird allgemein als
nichtuniformes Sampling (NUS) bezeichnet. Da solche NUS-
Daten durch konventionelle Fourier-Transformation nicht
rekonstruierbar sind, wurden verschiedene Datenverarbei-
tungsmethoden entwickelt, z. B. Linear-Prediction-, Maxi-
mum-Entropy- und Projection-Reconstruction-NMR.[67] Ziel
ist es immer, Geschwindigkeit, Empfindlichkeit (bei vorge-
gebener Zeitdauer) und die Auflçsung der NMR-Spektren zu
erhçhen.[68, 69] Oftmals sind die Ergebnisse beeindruckend,
aber sie ließen sich nicht mit der nçtigen Robustheit imple-
mentieren und fanden deshalb noch keine weite Verbrei-
tung.[70] Compressed Sensing liefert das mathematische
R�stzeug f�r eine Vereinheitlichung von Signalrekonstruk-
tionstechniken �ber unterschiedliche Disziplinen, weshalb
Algorithmen, die sich f�r Anwendungen wie die Astronomie
als robust und zweckm�ßig erwiesen haben, ohne Weiteres
auch in der NMR-Spektroskopie implementiert werden
kçnnen. Es ist daher zu erwarten, dass sich die Sparse-
Sampling-Techniken in allen spektroskopischen Bereichen
durchsetzen werden; erst k�rzlich wurde eine 2D-Fourier-
Transform-Infrarotspektroskopietechnik mit Compressed
Sensing vorgestellt.[71]

Zum ersten Mal wurde das Compressed Sensing mit
mehrdimensionaler NMR-Spektroskopie kombiniert, um
Biomolek�le zu charakterisieren (Abbildung 6).[72–74] Sp�ter
kamen auch schwierigere biomolekulare Anwendungen hin-
zu, wie die NOE-Spektroskopie (NOESY), die Informatio-
nen �ber die 3D-Konformation von Proteinen liefert.[74–76] Die
Kombination von Compressed Sensing mit mehrdimensio-
naler NMR-Spektroskopie bietet den Vorteil, dass eine sehr
hohe spektrale Auflçsung in realistischen Aufnahmezeiten
erreicht werden kann. Feinste Unterschiede in den Spektren
werden zug�nglich, so im Fall von nahezu symmetrischen
Cyclodextrinen.[77] Klassisch aufgenommen h�tte ein solches
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2D-HSQC-Spektrum 20 h bençtigt, aber mit Compressed
Sensing ließ sich diese Dauer auf 1h reduzieren. Da eine
vollst�ndige Zuordnung drei unterschiedliche Experimente
erfordert, reicht mit Compressed Sensing eine Nacht Messzeit
aus.

Besonders interessant im Bereich der mehrdimensionalen
NMR-Spektroskopie sind die sogenannten „ultraschnellen“
oder Einzelschuss-Techniken.[78] Durch Bildgradienten wird
mit einer einzigen Anregung ein mehrdimensionales Spek-
trum erfasst. Obwohl die Technik sehr leistungsstark ist,
verhindern steile Gradienten und ein notwendigerweise ho-
hes Signal-Rausch-Verh�ltnis eine breitere Anwendung.
Shrot et al. konnten zeigen,[73] dass mit Compressed Sensing
die Gradientenst�rke um den Faktor 5 verringert werden
kann. Der schw�chere Gradient verkleinert ebenfalls die
spektrale Bandbreite, was wiederum proportional das Signal-
Rausch-Verh�ltnis erhçht. Durch diese Entwicklungen er-
weitert sich der Kreis mçglicher Systeme, die sich durch die
ultraschnelle NMR-Spektroskopie untersuchen lassen. Mçg-
licherweise werden in Zukunft Experimente mit noch hçhe-
ren Dimensionen zug�nglich.

Hçherdimensionale Messungen sind �ußerst interessant,
denn nur diese bieten die Mçglichkeiten, noch grçßere Pro-
teinstrukturen zu charakterisieren.[79] Hier liegt die vielleicht
attraktivste Mçglichkeit f�r das Compressed Sensing. Die
Theorie besagt, dass die Anzahl der bençtigten Messungen
zur Rekonstruktion eines Signals haupts�chlich von der Zahl
der von null verschiedenen Daten im Signal abh�ngt, aber
kaum von der Zahl der Datenpunkte im Endspektrum
[Gl. (2)]. Erhçht man also die Zahl an Dimensionen, steigt
die Zahl bençtigter Messungen nur wenig. Um z. B. einem
2D-Experiment mit n2 Punkten in der ersten indirekten Di-
mension und n3 Punkten in der zweiten indirekten Dimension
eine dritte Dimension zuzuf�gen, bençtigt man auf konven-
tionellem Wege einen Faktor von n3 zus�tzlichen Messungen.
Mit Compressed Sensing sind es jedoch nur [1 + log(n3)/
log(n2)] zus�tzliche Messungen. Angenommen, jede Dimen-

sion besitzt 32 Datenpunkte, so erh�lt man eine bis zu 16-
fache Zeitersparnis; und f�r hçher aufgelçste Spektren w�re
die Ersparnis noch grçßer. Empirische Studien unterst�tzen
diese theoretische Analyse. Demnach bençtigen 2D-NMR-
Spektren 20 % des Bedarfs eines Nyquist-Samplings, 3D-
Spektren 4% und 4D-Spektren nur 0.8%.[70] Um auf kon-
ventionellem Wege hçherdimensionale Spektren aufzuneh-
men, muss man normalerweise mit erheblichen Aliaseffekten
rechnen, wenn die zus�tzliche Datenakquisitionszeit klein
bleiben soll. Mit Compressed Sensing bençtigt man dagegen
nur wenig mehr Messungen, um die Daten in der zus�tzlichen
Dimension aufzunehmen, und Aliaseffekte treten nicht auf –
mit der Folge, dass die effektive spektrale Auflçsung deutlich
steigt. Insbesondere f�r NOESY-Experimente hat sich die
zus�tzlich gewonnene Auflçsung durch Compressed Sensing
als vorteilhaft erwiesen, um die �berlappung von benach-
barten Peaks zu reduzieren.[74–76]

Ein sehr wichtiger Punkt sind auch die Auswirkungen des
Compressed Sensing auf die apparente Empfindlichkeit des
NMR-Experiments. Empfindlichkeitsanalysen in der NMR-
Spektroskopie sind noch sehr uneinheitlich und nicht klar
definiert. H�ufig wird die Empfindlichkeit als Signal-Rausch-
Verh�ltnis angegeben, manchmal auch als Signalintensit�t
selbst. Am sinnvollsten ist mçglicherweise die Angabe �ber
die Mçglichkeit, ein Signal �berhaupt nachzuweisen. Nach
dieser Definition wurde unl�ngst gezeigt, dass Compressed
Sensing die Empfindlichkeit von NMR-Experimenten er-
heblich verbessert, insbesondere bei Experimenten mit
mehreren indirekten Dimensionen.[68] Auch die Peakintensi-
t�t wird durch Compressed Sensing quantitativ zug�nglich.[75]

Quantitative Rekonstruktion und hçhere Empfindlichkeit
zahlen sich insbesondere bei der Untersuchung von biologi-
schen Makromolek�len aus, bei denen gerade die schwachen
Peaks wichtig sind, um die Struktur genau wiederzugeben.
Abbildung 7 zeigt den Vergleich einer Datenrekonstruktion
mit konventioneller Fourier-Transformation und mit Com-
pressed Sensing.[76] Ergebnis des konventionellen Ansatzes
sind sehr schwache Peaks, die vom Hintergrundrauschen nur
schwer zu differenzieren sind. Aus dem Compressed-Sensing-
Ansatz gehen dagegen viel sch�rfere und intensivere Peaks
hervor, die sich vom Hintergrundrauschen klar unterschei-
den. Drei Peaks in dieser Ebene kçnnen sogar nur durch
Compressed Sensing charakterisiert werden, im konventio-
nell verarbeiteten Spektrum sind sie nicht zu bestimmen.

Eine neuere �bersicht hebt das große Potenzial der
Compressed-Sensing-Technologie in der mehrdimensionalen
NMR-Spektroskopie hervor und gibt Richtlinien f�r die
praktische Implementierung.[70] Daher ist zu erwarten, dass
bald auch die gesamte NMR-Community vom Compressed
Sensing profitieren wird und sie nicht nur Spezialisten in der
Signalverarbeitung vorbehalten bleibt. Einige grundlegende
Studien zur Proteinstruktur enthalten bereits Compressed-
Sensing-Techniken,[80–84] so auch Studien mit vier- und hçher-
dimensionalen NMR-Experimenten.[76, 85,86] Besser zug�ngli-
che Implementierungen werden die weitere Verbreitung des
Compressed Sensing zus�tzlich beschleunigen. Insofern r�ckt
die Charakterisierung von noch grçßeren und komplexeren
Proteinen durch die dann mçglichen Experimente mit noch
hçheren Dimensionen zunehmend in Reichweite. Solche

Abbildung 6. NMR-Spektren von Rhodopsin II, rekonstruiert durch
Compressed Sensing. Das Spektrum ist aus Streifen von 3D-HNCA-
(blau) und HN(CO)CA-Spektren (gr�n) zusammengef�gt, mit denen
die Zuordnung des Proteinr�ckgrats vorgenommen wurde. Obwohl f�r
die Rekonstruktion nur 16% des vollst�ndigen Datensatzes verwendet
wurden, reichte die Qualit�t der Daten f�r die Zuordnung des Protein-
r�ckgrats aus. Damit werden 3D-Strukturen von Proteinen in Lçsung
leichter zug�nglich, wie das B�nderdiagramm rechts veranschaulicht.
�bernommen aus Lit. [72].

Compressed Sensing
Angewandte

Chemie

13553Angew. Chem. 2014, 126, 13546 – 13557 � 2014 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim www.angewandte.de

http://www.angewandte.de


Charakterisierungen betr�fen z. B. die G-Protein-gekoppel-
ten Rezeptoren (GPCRs), die aktuell Target von ungef�hr
25% der Arzneimittel sind,[87] oder intrinsisch ungeordnete
Proteine, die f�r viele Signal�bertragungswege unerl�sslich
sind.[88]

7. Grenzen von Compressed Sensing

In vielen Situationen bringt Compressed Sensing fabel-
hafte Ergebnisse, universell einsetzbar ist es aber nicht. Es
gibt einige ernstzunehmende Einschr�nkungen. Vor allem
m�ssen die in Abschnitt 2 erl�uterten Kriterien f�r die Mes-
sungen gelten, um die Theorie anwenden zu kçnnen.
Hauptschwierigkeit sind die geforderte Inkoh�renz der Sen-
sing-Matrix und die Identifizierung einer komprimierbaren
Basis. So eignen sich Messsysteme, die Punktquellendaten
anbieten, nicht f�r die direkte Anwendung von Compressed
Sensing. Beispiel f�r ein solches Messsystem ist die konven-
tionelle Digitalkamera. F�r jedes Pixel, das das Bild einf�ngt,
besitzt sie einen eigenen Detektor, und es gibt keine Inko-
h�renz zwischen Detektoranordnung und dem aufgenom-
menen Bild. Trotzdem kann Compressed Sensing hier n�tz-

lich sein, wenn es Leistungseinschr�nkungen oder Limitatio-
nen in der Daten�bertragung gibt.

Auch f�r die Rauschmessung kann Compressed Sensing
interessant sein. Um zu verstehen, wie sich hier die Theorie
verh�lt, denke man sich folgende zwei Szenarien: 1) Es gibt m
unabh�ngige Rauschmessungen, aber jede Messung wird
wiederholt, um ein hohes Signal-Rausch-Verh�ltnis zu er-
halten. Insgesamt werden n Beobachtungen gemacht. 2) Es
gibt n unabh�ngige Messungen, von denen jede ein niedriges
Signal-Rausch-Verh�ltnis aufweist. Beide Szenarien f�hren
zur gleichen Gesamtzahl an Messungen, aber nicht notwen-
digerweise zum gleichen Ergebnis. Intuitiv kçnnte man mei-
nen, dass n unabh�ngige Messungen die beste Signalrekon-
struktion ergeben. Empirische Studien zeigen jedoch, dass
dies nicht immer so ist.[39,68] Der Grund f�r die Diskrepanz
liegt vermutlich in der Energieverteilung im Signal, und der-
zeit wird versucht, die empirischen Ergebnisse auch theore-
tisch zu belegen.[19] Interessant sind in diesem Zusammen-
hang die Ergebnisse von Willet et al. Demnach f�hren weni-
ger Messungen, jede aber mit hçherem Signal-Rausch-Ver-
h�ltnis, zu einer merklichen Verbesserung der Qualit�t des
Endbildes, wenn das Rauschen eine Poisson-Verteilung
hat.[60]

8. Zusammenfassung und Ausblick

Compressed Sensing wurde als Methode entwickelt, um
die scheinbar unnçtige Prozedur einer vollst�ndigen Bild-
aufnahme und der anschließenden Komprimierung zu um-
gehen. Wo stehen wir mit diesen Bem�hungen? In bestimmte
Disziplinen, z.B. in der Astronomie (Herschel-Satellit), hat
sich die gleichzeitige Messungen und Komprimierung von
Daten exzellent bew�hrt. In anderen F�llen wird Compressed
Sensing wahrscheinlich nicht das konventionelle Vorgehen,
d.h. vollst�ndiges Sampling und anschließende Komprimie-
rung, ganz ersetzen kçnnen. Dazu wird es nur dann kommen,
wenn die Messungen selbst oder aber die �bertragung der
Messungen sehr kostenintensiv sind. Andererseits bietet
Compressed Sensing die Mçglichkeit, unstabile (z. B. Proteine
in der NMR-Spektroskopie)[72] oder strahlungsempfindliche
Systeme (z.B. unter ionisierender Strahlung) zu vermessen.[43]

Dar�ber hinaus stellt Compressed Sensing einen neuartigen
mathematischen Formalismus zur Verf�gung, um vollkom-
men neue Messsysteme zu entwerfen. Auf diesem Gebiet gibt
es derzeit vielleicht die spannendsten Entwicklungen.

Das ber�hmteste Beispiel f�r ein solches vollkommen
neues Sensing-Protokoll ist die „Ein-Pixel“-Kamera.[12] Diese
besitzt anstelle eines das Bild aufnehmenden Sensorarrays
(wie in einer CCD) nur einen einzelnen Sensor; rekonstruiert
wird das Bild durch Mehrfachmessungen mit diesem Sensor.
Die r�umliche Kodierung l�uft �ber ein Array von Mikro-
spiegeln, wie in Abbildung 8 veranschaulicht. Wiederherge-
stellt wird das Bild durch Compressed Sensing der Messungen
und aus der Kenntnis �ber die Orientierung der Spiegel. Eine
�hnliche Apparatur ist die Einzelschuss-Anordnung, in der
eine kodierte Blende inkoh�rente Bilddaten auf einen Sensor
niedriger Auflçsung projiziert; mit einer einzigen Aufnahme
kann das gesamte Geschehen abgebildet werden.[89] Beide

Abbildung 7. Ausschnitte aus 4D-NOESY-NMR-Spektren der MED25-
Komponente des humanen Mediatorkomplexes mit der Transaktivie-
rungsdom�ne des Transkriptionsaktivators VP16 aus Herpes simplex.
Die Methylgruppen von Isoleucin, Leucin und Valin sind besonders ge-
kennzeichnet. Die Spektren wurden aus den gleichen experimentellen
Daten A) durch diskrete Fourier-Transformation und B) mit einem
Compressed-Sensing-Algorithmus rekonstruiert (Harvard Medical
School-Implementierung des Iterative Soft Thresholding). Die blauen
Linien geben die 1D-Spuren durch die 486/427-Kreuzpeaks wieder. Die
haupts�chliche Strukturinformation tragen in diesem Fall die Kreuzpe-
aks niedriger Intensit�t. Diese sind in (A) von Artefakten infolge zu ge-
ringer Datenaufnahme verschleiert. Die Compressed-Sensing-Rekon-
struktion in (B) eliminiert die Artefakte und ermçglicht somit eine ge-
naue und quantitative Bestimmung der Intensit�t der Kreuzpeaks.
�bernommen von Lit. [76]; die Originalabbildung enth�lt zus�tzlich ei-
nen Vergleich mit dem Forward Maximum Entropy-Algorithmus.
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Ans�tze haben gemein, dass sie die komplexen Anforderun-
gen bei der Bildaufnahme von der Hardware (Aufnahme der
Daten) auf die Software (Rekonstruktion) �bertragen. Daher
bietet sich das Compressed Sensing f�r ein schnelles Bildge-
bungsverfahren an, wenn Sensorarrays teuer oder f�r die
gew�nschte Frequenz nicht verf�gbar sind. Solche Frequen-
zen liegen im Terahertz-Bereich.[90] Indem das Compressed
Sensing die Bildkompression bereits in die Datenakquisition
integriert, kann es hochauflçsende Bildgebungsverfahren
verbilligen und sie energieeffizienter gestalten. Das kann
wichtige Konsequenzen f�r die Entwicklung von Sensoren
der n�chsten Generation haben, die in allt�glichen Gegen-
st�nden eingesetzt werden – z. B. in Mobiltelefonen.

Ebenfalls als sehr n�tzlich hat sich das Compressed Sen-
sing f�r die ultraschnelle optische Bildgebung bei Auflçsun-
gen unterhalb der eingesetzten Wellenl�nge erwiesen.[91,92]

Normalerweise liegt die Auflçsung von optischen Bildge-
bungsverfahren bei Werten bis zur halben Wellenl�nge des
eingestrahlten Lichts. Eine Rekonstruktion nach dem Vorbild
des Compressed Sensing ermçglichte jetzt ein ultraschnelles
Verfahren f�r das Coherent Diffraction Imaging (CDI) im
Subwellenl�ngenbereich. Mit einem 532-nm-Laser ließen sich
Objekte mit einer Auflçsung von 100 nm und kleiner ver-
messen.[92] Ziel der Arbeiten war es, die Bildauflçsung von
CDI zu verbessern und somit Molek�le strukturell charak-
terisieren zu kçnnen, die sich nicht kristallisieren lassen. Noch
bessere Auflçsungen brachte eine Methode namens Sto-
chastic Optical Reconstruction Microscopy (STORM).[92] Mit
42 nm r�umlicher und sekundengenauer zeitlicher Auflçsung
wurden hierbei Mikrotubuli einer lebenden Drosophila-S2-
Zelle beobachtet. Diese Ergebnisse zeigen, dass Vorg�nge
und Strukturen im Nanogrçßenbereich heutzutage durch
optische Bildgebungstechniken im lebenden Gewebe und in
Echtzeit erfassbar sind.

Was einst aus der Informationstheorie heraus entwickelt
wurde, dient nun interessanterweise als Instrument, um die
Bandbreite bei der �bertragung von Information zu erhç-
hen.[93] Viele Anwendungen von Analog-Digital-Konvertern
(ADCs) im Radiofrequenzbereich haben inzwischen eine
Bandbreite, die mit der derzeitigen ADC-Technologie nicht
mehr abgedeckt werden kann. Weil das Sampling f�r die
ADCs abh�ngig von der Nyquist-Rate ist, �berfordert es
durch die schiere Menge Festplatten und Datentransfersys-
teme. Wird z. B. ein 1-GHz-Signal noch mit einer Auflçsung
von 16 Bit aufgenommen, so produziert dies Daten von
4 GBs�1, womit selbst moderne Festplatten binnen Minuten
voll w�ren. Compressed Sensing ermçglicht hingegen die
Datenaufnahme bei viel kleinerer Rate. Dar�ber hinaus kann
man je nach Grçße, Gewicht und verf�gbarer Leistung die
Genauigkeit des ADC einstellen. Von einer vollst�ndig digi-
talisierten Datenaufnahme kann auch der gesamte Bereich
der Spektroskopie profitieren.

Die Rekonstruktion von sp�rlichen („sparse“) Signalen
ist ein Konzept aus den 1960er Jahren. Damals gab es daf�r
jedoch nur wenige Anwendungen in ein paar wissenschaftli-
chen Spezialgebieten. Heute liefert Compressed Sensing den
Formalismus, um die komplexen Konzepte von Sp�rlichkeit
und Informationstheorie aus einem mathematischen Spezi-
algebiet der Informationstheorie herauszuholen und auf reale
Anwendungen zu �bertragen. Diese Transmission hat zur
Folge, dass nur noch etwa ein Drittel aller Artikel, die die
Basisarbeiten zum Compressed Sensing zitieren, aus der
Mathematik und Informatik stammen. Alle anderen werden
von Akustikern, Astronomen, Biologen, Chemikern, Geo-
physikern, Medizinern und Ozeoanographen geschrieben,
und t�glich werden es mehr.
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